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YnpaxxkHenue Ne5 no CAA

Teopus Ha rpaduTe - yact 1

OCHOBHU NNOHATUSA
Teopusita Ha rpaduTe € KIOH Ha ChBPEeMEHHATa MaTeMaTHKa, NMPETHPIUI BIEUaTIISBAIIO

pa3BUTHE Mpe3 IMOCIEAHUTE HAKOJIKO jaeceTwieTus. I'padure ca egHu OT HaH-TIONE3HUTE
abCTpakTHU CTPYKTYPH OT JaHHH U B WH(popMaTrukara. MHOTO 3a/1a4l OT Pa3IMyHU 0OJIACTH
Ha HayKara M MpakTUKaTra mMoraT ga ObAaT MoJEIHpaHu C¢ rpad W peuieHd ¢ MOMOIITa Ha
CBOTBETEH AITOPUTHM BbpXy Hero. [lopaau Tazu npuunHa 1ie UM OTIEIUM Lisla IaBa, KaTo
JI0 Kpas Ha Ta3W KHUIa T€ 1€ IPUCHCTBAT B OLl€ MHOrO 3anayu. IIpeau na mocoyum HAKOU

MpUMepH, 111e AeGUHUpaMe CTPOTO MOHSATHETO.

Hepunuyusa 5.1. Kpaen opuenmupan epagh ce Hapuda Hapeaenara nsoiika (V, E), kpaero
o V=A{vi, Vy, ..., Vn} € KpaiiHO MHOXECTBO OT 6bPX06€
e E ={ey €, ..., €n} € KpailHO MHOKECTBO OT opueHmupanu pebpa. Bcexku ereMeHT
exEE (k=1,2, ..., m) e apedena npoiika (Vi, Vj), Vi,V;iEV, 1 <1, j <n.
Axo B nmombiHeHHe € aajaeHa uucioBa ¢yHkims f:E>R, cbrmocrassia Ha BeIko pebpo €
meeno flex), rpadbT ce Hapuua npemeeien. IlOHSKOTa, KOraTo HsAMa OIACHOCT OT
JBYCMUCIIHE, III€ Ka3BaMme caMo pebpa BMecTo opueHTHpanu pebOpa. llle orOenexum, ye
HAKOW aBTOPHU H3IIOJI3BAT TEPMHUHA Obea 3a OPUEHTHUpAHO pedpo, a pebOpo — camo 3a
HEOPHUEHTUPAHO PeOpo.

Haii-uecto, opuentupan rpa¢ ce mpeacrass rpaduyHO B paBHHUHATa Ype3 MHOXKECTBO OT

TOYKHM (Kpbruyera), O3HayaBallld BbPXOBETE MY, U CBbp3BAllld I'M CTpPEIKM — pedpara Ha
rpada.
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®ur. 1. OpueHTUpaH rpad. ®ur. 2. OpueHTUpPaH NpeTerneH rpad.
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Ha ¢ueypa 1 e nokasaun rpad ¢ 14 Bepxa u 13 pedpa. Becexu Bpbx VIEV cMe n300pa3uiim KaTo
Kpbrie ¥ CME MYy CHIIOCTaBHJIM HOMEP — YHUKAIHO €CTECTBEHO 4HCIo. Taka, B CIy4auTe,
KOraTo TOBa HsAMa Jia JIOBEIE JO JONBJIHHUTEIHU HEIOpa3yMEHUs, BMECTO MPOH3BOIHO
MHOXeECTBO V, 11e nmpuemeM, 4e V € MHOXKECTBOTO OT IIbPBUTE N €CTECTBEHH 4Hcia. ToBa He
HaMaJsiBa OOIMHOCTTa Ha PA3TJIekKIaHUTE AITOPUTMH M CHIICBPEMEHHO BOIU JIO peauIla
yIo0CTBa MpU peanu3aiusaTa — HapuMep, MOXKEM Ja U3IM0JI3BaME BbPXOBETE KaTO WHICKCU
Ha MacCHB H JIp.

Besiko pebpo (i,j) EE cme m300pasminm kato cTpeika, HacOYeHa OT BPBX | KbM BPBX |.
3abernexeTe, 4e € JOMYCTUMO pedpo J1a U3JInM3a W BJKM3a B CHIIMA BPbX: HalpuMep BpbX 13.
TakuBa peOpa ce HapudaT npumku. AKO Tpad)bT € MPETErICH, TErJIOTO Ha BCSIKO pedpo e
3amKcBaMe JI0 ChOTBETHATA CTPEJIKa, KaKTo Ha Queypa 2.

B PEAKH ClIy4dau, IpU PA3IJICKIAHCTO HAa HIAKOU CHGLII/I(I)I/I‘IHI/I 3aJadyd, € BB3MOXHO Ja H3
moJi3Ba- M€ U JpYru HAa4YWMHU 3a UHACKCHUPAHC HAa BBPXOBETC (HaanMep C MaJIKHM JIaTHHCKH

OYKBH).

[Toutn Bcsika CHBKYMHOCT OT OOEKTHU C JNedUHUpaHH BPB3KH MEXKIY TIX MOXe Ja Oble
npenacraBeHa kato rpad. ETo Hakonko mpumepa:

1) [a pasrnename TpaHcropTHaTa kapta Ha bearapus u no-ronemure rpajnose. Te morar ja
ObIaT MpeICTaBeHU KaTo BbpPXOBE Ha rpad, a MPeKuTe MbTUINA MEXIY TSIX — Karo pedpa.
Ternarta Ha peOpara e 6bJaT ABDKUHUTE HA MpeKuTe MbTulla. Vinroctpanus Ha mpuMepa e
Queypa 3., KbIeTO TpaQbT € HEOPUEHTHPAH, KaTO € BB3MOXKHO Ja pasriexjaame u
OpPHEHTHUpaH rpad.

2) KommioThpHa Mpexka Moke na ObJe mpelcTaBeHa 4Ype3 HEOPUEHTHpaH rpad, B KOUTO
KOMITIOTPUTE Ca BBPXOBE, a BCAKO pedpo MeXAy JIBa BbpXa IMOKa3Ba, Y€ CHOTBETHUTE
KOMITIOTPH Ca MPSKO CBbpP3aHU B MpEXa.

3) MHOXECTBOTO OT CTpaHULIUTE B I/IHTepHeT U BPB3KUTC IIOMCXKIAY UM MOTraT Ja 6T>I[aT
MNpeACTaBCHU KATO OPUCHTUPAH rpaq).

4) Hsaxonko XHMHYHU ChEIWHEHUS MoOraT Ja ObAaT MpeACTaBeHH KaTo BBHPXOBE Ha
HeopueHTupaH rpad: Besko pebpo 1mie mokasBa Janu ChOTBETHUTE XMMHUYHU ChEAMHEHUS
MOrar Ja CH B3auMOJEHCTBAaT. AHAJIOTMYEH NPUMEP € BBPXOBETE Ja MPEACTABAT BUIOBE
NEeKOpaTUBHU pubOM, a peOpaTa Ja MOKa3BaT JaJi JBa BHJAa PUOW MOTaT J1a CHKHUTEICTBAT
3aeJIHO, U — HE.

5) Eranure B u3pabOTBaHETO Ha €IHO W3JIEJIME MOTAT Ja ce IMpPEeJCTaBsAT KaTo BbPXOBE Ha
opueHTHpaH rpad. PeOpara moka3BaTr Kol eTan KOro mpeaxoxaa B mpoleca Ha U3paboTBaHe
Ha U3/IEIHETO.

Morat na 0bIaT MOCOYEHH OIlleé MHOTO MpUMepu 3a Trpadu, KakTo U Aa ce (opMynupar
3aa4v BBPXY TAX. Taka Hampumep, MOXKE Ja C€ MHTEpPECyBaMme€ OT Hall-KbCHSl WM Haii-
€BTHUHHUS THT MEXKTY JBa rpajaa B mpumep 1), Ui OT MUHUMAJTHOTO BpeMe 3a n3paboTBaHEe Ha
ISUTOTO U3/ICNIUE B IpUMEDP ).
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3a MBIHOLEHHOTO pasriiekJaHe Ha MaTepHhaja Mo-HaTaThbK € HeoOXOIuMOo Ja neduHHupame
olle HAKOM MOHATHA OT Teopus Ha rpadure. He e Hy)KHO YMTATEINAT 1a C€ ONUTBA J]a 3alIOMHU
BCUYKH JeUHUIMK cera. JJocTaThbYHO € MPH PasriIekIaHeTO Ha ChOTBETHATA YACT MO-KHCHO
TOM Ja ce BbPHE TYK U JIa CH NIPUIIOMHH, KAKBOTO MY € HEOOXOAUMO.

®wur. 3. TpaHcnopTHaA KapTa Ha bbvarapumsa.

Jepunuyua 5.3. Jlanen e opuentupan (aeopuentupan) rpad G(V,E). Axo B MHOKECTBOTO
Ha peOpara My ce Jomycka moBTopeHue (T.e. E e myamumnoorcecmso), G ce Hapuya
myamuepag.

3abenexere, 4e ako MyITUTpadybT € MPETerieH, TO Ha pa3auyHuTe pedpa (1,j) ce ChIOCTaBsT
oT-nenHu (B oo ciyyaid pazmuyann) teraa f(1)(1,)), f(2)(i,)), ... .

Jepunuyusn 5.4. Janen e opuentupan rpadp G(V,E). [Ia Bbpxa i u J (i,j[]V) ce nHapuuat
cbceo-Hu, ako MoHe eaHo oT pebpara (i,)) u (j,i) mpuHamiexku Ha E. B TakbB ciydait ore
Ka3Bame, 4e | ¥ | ca kpauwa 3a pedpara (i,j) u (j,i). 3a Bcaxko pedpo (i,]) BBPXBT | ce Hapuya
npeoulecmeeHux Ha j, a | — nacieonux Ha i. Bceku oT BbpXOBETE | ¥ | ce Haprua uHyudeHmeH
¢ pebporo (i,j). KazBame, ue aBe pebdpa ca unyudenmuu, KOraTo ca MHIUACHTHU C €UH U ChII
BpbX. B ciyuaii Ha HeopueHTHpaH Trpad, MOHATHATA CbCedeH BPBX, Kpail Ha pedpo,
UHYUOeHmMHOCM Ha BbPXOBE U pedpa ce neGuHIpaT aHATIOTUIHO.

Heppunuyusn 5.5. {anen e opuentupan rpad G(V,E). Ilonycmenen na usxooa na eépwx i, i1V
ce Hapu4a Opost Ha pebpara (i,J), j[1V. Ananoruuno, oposr Ha pebpara (j,i), J[]V ce Hapuua
nonycmenen Ha 6xo0a Ha i. COOPBT OT TOIYCTENEHTa HA BXO/Ia U TIOJIYCTEIICHTa Ha 3X0/1a Ce
Hapuua cmeneH Ha BbpXa . M3o1upan ce Hapuda BpbX, uusto crenel e 0. [Ipu HeopueHTnpan
rpad cTeneH Ha BPBX | ce Hapuva OposT Ha pebparta (1,)), UHIMICHTHH C HETO.

Ha ¢ueypa 5.1a. crenenta Ha BpbX 2 € 4, a BpbX 14 e uzonupas.

Jegpunuyusn 5.6. Hexa ¢ nanen opuentupan (Heopuentupan) rpad G(V, E) u V'V, Ako ot E
ce u3KIYarT Bcuuku pedpa (I, ), Takusa de 1[V' wam j[1V', a ocTtaHamute ce 3amassiT, TO
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kazBame, ue G'(V',E") e unoyyupan om V' nooepagh (umu camo nooepagh) na G (suowc ¢ucypa
5.10.).

o ©
—

G(V.E) G'(V.E) G(V.E")

®ur. 4. UHgyumpaH ot mHoxectBoTo V' = {1, 2, 3} noarpad G' Ha G.

Mepunuyua 5.7. Ilem B opuentupan (seopuenrupan) rpadp G(V,E) ce mnapuua
mocjeIoBaTel- HOCT OoT BbpxoBe V1, V2,..., VK takaBa, 4ye 3a Bcako | = 1, 2, ..., k=1 ¢
usmbsiHeHo (Vi, vi+1)[JE. BepxoBere V1 u VK ce Hapuuat xpauwa Ha mbTsa. Axko V1 = VK,
OBTAT ce Hapuya yukwvi1. Axo 3a Besko 1 [ ] (1 <1, j <K) cnensa vi [ V], TO IBTAT ce Hapuya
npocm. CboTBeTHO, ako V1 = VK, ¥ BCHYKHM OCTaHAJIM BBPXOBE Ca Pa3JIUYHH, IUKBIBT CE
Hapuva npocm. Korato rpad chIbpka MOHE €IWH IUKBJ, TOW CE HApUYa YUKIUYEH, & B
IIPOTUBEH CIIy4all — ayuKiuyeH.

Jepunuyusa 5.8. Hexa ca nanenu rpadure G(V, E) u G'(V, E'), Takupa ue 3a Besiko I, JIIV, i
(1 j, HapeneHaTa ABoiika (i, j) MpUHAUICKN HA TOYHO €JHO OT MHOXKecTBara E' wiu E. Torasa
G' ce napuua oonwvinenue Ha G. I'pad, Hechabpikam pebpa, ce Hapuua npazen (pueypa
5.1e.). Ako 3a manen rpad e m3mwineHo (i, J)[JE 3a Besko i, jOIV, i [0 ], rpadbT ce Hapuya
NbJleH.

3abenexere, e mocieaHaTa AepUHULINA € CUMETpHUHa, T.e. ako G' e nonbaHenue Ha G, To U
G e nomrbiuenue Ha G'.

» ©

®ur. 5. MbneH 1 NpaseH HeOpUeHTUpPaH rpad.
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Heppunuyusn 5.9 Axo rpap G'(V', E') ¢ t Bbpxa ¢ unayuupan ot G, u G' € mbJjcH, kKa3Bame ue
G' e t-kiuxa na G. MakcumanHoTo t, 3a koeto G uma t-kruka ce Hapuya xauxkoso yucio 3a G.

Jegpunuyusa 5.10. Opucurupan rpad ce Hapuya c1abo cévbp3aH, aKO BCEKH J1Ba BbpXa | | | ca
Kpawuiila Ha IMOHE MH BT (T.C. ChIICCTBYBA MOHE SUH BT OT 1 710 | Wik oT | 10 1). Koraro B
OpPHEHTHU- paH rpad 3a BCCKH JiBa BbpXa I, ChIIECTBYBA BT KAKTO OT 110 |, Taka U OT |10l, TO
rpadbT ce Hapu4a cuiHo cevpzan. HeopueHtupan rpad ce Hapuya cevp3aH, aKo ChIIECTBYBA
BT MEXJTy BCSIKA IBOMKA HE-TOBH BBPXOBE 1, |.

Hepunuyusn 5.11. /luamemvp Ha rpad ce Hapu4a MAKCUMAIHOTO YUCIIO K, TakoBa 4e Haid-
Kpar-Kusi MpocT ObT (IBTAT, B KOWTO ydyacTBaT MHUHHMaJIEH Opoil BBPXOBE) MEKIY
NPOM3BOJIHY J1Ba Bhpxa 1,J[1V chabpika moHe K Bbpxa.

Taka Hanmpumep, ako pasriexiame CTpaHUIUTE B VIHTEpHET U BPB3KUTE MOMEXIY UM KaToO
opH-eHTHpaH rpad, TO TUAMETBPHT My K € MaKCUMaTHHUST OpOi CTpaHMIIM, MPE3 KOUTO
TpsOBa J1a IPEMHUHEM, 3aI0YBAMKH OT MPOU3BOJIHA CTPAHUIIA M CIICABANKN XHIICPBPH3KHU, 32
Ja TOCTUTHEM J0 MPOU3BOJHA Jpyra cTpaHuina B Mpexkarta. [IpoyuBaHusiTa mokaspar, ue
"nuaMeThpbT Ha MHTepHET" € npubnu3ureano pased Ha 19 [Web-d].

Hepunuyua 5.12. Cunno (crabo) cevpsana komnonenma B opuenrtupan rpadp G(V, E) ce
Hapuua Bceku noozpag G'(V', E'), 3a KOWTO € U3MbJIHEHO:

1) G' e cunro (c1a60) cBBp3aH rpad.

2) He chimecTByBa Apyr cuitHo (c1abo) cbp3an cooctBen noarpad G"(V",E") na G, Takbs, ye
G' na 6pe moarpad na G".

AHaNoruyHo ce JepuHUpa c6bp3aHa KOMHOHeHmAa B HEOPUEHTUPAH rpad.

Hepunuyua 5.13. Heopuentupan cBbp3as rpad 6e3 HuKkiIn ce Hapuda 0upeo. AKO TOMbIHU-
TeNHO u30epeM HIKOW BPBX OT IBPBOTO 3a KOPEH, TO MOJydeHaTa CTPYKTypa c€ Hapuya
KOPEHOB80 ObPEO.

JeduHunusTa e anTepHaTUBHA Ha pas3rienaHara B 2.3. 1e(UHUIIUSA Ha KOPEHOBO JIbPBO).

Hegpunuyusn 5.14. Iloxpusawo (0bxsawawo) 0vpeo B cBbp3an HeopueHntupan rpad G(V,E)
ce Hapuua Bceku cBbp3aH anukiandeH noarpag G'(V, E') na G.

[IpeacTaBsiHe U IPOCTHU ONepaL M C rpad
Jlocera u3noa3BaxmMe JiBa HAUYMHA 32 MPEJCTAaBIHE HA rpad:

e JlupekTHO crnenBaiiku qeUHUIMATa — upe3 najeHnTe MHoxkecTBa V 1 E.
e ['paduuno: ype3 MHOKECTBO OT TOUKH (KPBIyeTa) U BPb3KHU (CTPEIIKH) MEXKIY THX.

Bropoto npencrapsHe (Makap ¥ HarJIeHO) € HEMPUIIOKUMO, a TBPBOTO — YECTO HEYIO00HO,
3a KOMIIOTHPHO 00paboTBaHe. 3aTOBa CHINECTBYBAT APYrd HAYMHM 3a MPEJCTaBSIHE Ha Tpad
— Te me Obmar mpeaMeT Ha Hactosmusa mnaparpad. M300pbT Ha HAN-TIOAXOASIIOTO
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KOMITIOTBPHO TIPEACTaBSHE 3aBUCH OT KOHKpETHaTa 3ajaya — J00pe € Ja ce H3IMOoJI3Ba
TaKoBa, IMPH KOETO ONEpalMUTe, KOUTO C€ HW3BBPIIBAT HaW-4ecTo, Ja HMMaT [O-MajKa
QITOPUTMHUYHA CIIOKHOCT (MJIM 12 € HEOOXOAUMO [TO-MaJIKO I1aMET).

Cnucvk na peopama

Haii-6mm3ko no nedunmmusata Ha rpad € TpencTaBsHE CbC CIHCBK OT pedpara My.
Opuentupan rpad mpeacraBsiMe KaTO CIUCHK OT HapeacHu aBoiku (i,j). B ciaywaii Ha
HEOpUEHTUpaH rpad, ABOWKHTE ca HeHapeacHH. l[lpu mpererieH (opueHTHpaH) Tpad
pasrnexaame (Hapenaenu) tpoiiku (i,),K), xkbmeto peamHoro umcino K e rtermoro f(i,j) Ha
CbOTBETHOTO pebpo. [locnennoro 6mxme Mornm jaa peanuszupame Ha Cu, Kato M3MOI3BaMe
macuB float A[3][m], kpaeTo M e OposT Ha pedpaTa Ha rpada.

OueBHIHO, TP TOBa MpEJACTaBsIHE HeoOXoaumara mamer me Obae ®(M), kakBaTo € u
CIIO)KHOCTTa Ha MpPOBEpKaTa Jaliid J[Ba BbpXa Ca ChCEIHU, KOETO CE CUHTAa 3a €IHA OT Haii-
9YeCTO M3BBPIIBAHUTE ONepanuu. B ciydail, ye coptupame pebpata, Ie MOXKEM IpUiIarame
JBOMYHO THPCEHE M TaKa Jla HaMaJMM CJIOKHOCTTa Ha nposepkara 10 O(log2m). Kakro e
BUJIMM TI0-/I0JTy, CHIIECTBYBAT MPEACTABSIHHUS, TP KOUTO MOCIIEIHATA CIIOKHOCT € JIOCTa I10-
MaJika: GyHKIUsS Ha N, ¥ JOpHU KOHCTaHTa. Taka, TOBA MPEJCTABSHE € MPHIIOKUMO MPEIUMHO
3a paspedenu rpadu, T.e. rpadu, KOUTO UMAT OTHOCUTEITHO Mallbk Opoii pedbpa: m1O(n).

Mampuuya na cvceocmeo, mampuuya Ha me2nama

Mampuyama na cvcedcmeo € €IUH OT Hall-4ecTO M3MOJI3BAaHUTE HAYMHM 3a TPE/ICTaBsSHE Ha
rpad B mamerta. [Ipu Hero Ha opueHTUpaH rpad ¢ N BbpXa ce ChIIOCTaBs KBaJpaTHA MaTpuUlla
A[n][n]. CroitoctTa Ha A[i][j] e paBHa Ha 1, koraro chiectByBa pedpoto (i,j), 1 A[i][j]1=0
(] B mpOTHBEH ciiydail. 3a y100CTBO NPH peaIM3UPAHETO Ha HSIKOHW AJITOPHUTMH, KOTAaTo HE
chlecTByBa pedpoTo (i, j), Ho chinecTByBa (], 1), Ha mo3unms A[i][j] B MaTpuiiaTa ce 3amnucBa
croriaoct —1 (u ceoTBeTHO 1 [1 Ha A[j][i]).

Axo rpadwT e Heopuentupas, To A[i][j] = 1, korato chiectByBa pedbpoto (i, j) wiu (j, i), u
Ali][j] = 0 B npotuBeH ciyyail. [Ipu Henperernen mynarurpad, B nosnero A[i][j] 3anucsa He 1,
a OposT Ha pebparta Mexxay BrpxoBere | u J. Koraro rpadbt e npererieH, Ha mo3urust Ali][j]
ce 3anucsa ternoro f(i, J), u marpunara A[][] ce Hapuua mampuya na meerama.

B nmskou 3amaun ce ageduHUpaT U TETia 3a gvpxogeme Ha rpada. Te morar na Ob1aT 3aucaHu
Ha mosuruute A[i][i] 3a Bceku BpbX | oT rpada. Te3u mosera oT MaTpuIiara HsMma jaa Obaar
3aeTH, CIMHCTBEHO B ClIy4aid, ue rpadbT He Chbpika MpUMKH (pedpa oT Buaa (i,i)).

[Ipn HeopuenTupan rpad marpuuaTa Ha CbCEICTBO € cuMempuuyHa OTHOCHO TJIaBHUS CU
nuaroHai. B To3m cimydaii MoXe Ja ce TPHIOKH TO-Cenu(UYHO 3ama3BaHe B IaMeTTa
(HampuMmep TUHeapu3MpaHe, ¢ el Jla Ce CIeCcTH AyOaupaliaTta ce 4acT, KOATO 3aeMa H3JIHMILIHO
oBeve KIeTKH nameT [ Paxues, [vpos, aspunos-1995].2 ) 1([nn

BaxxHo npeumyiecTBo Ha MpeCTaBIHETO Ype3 MaTpHUlla Ha ChCEJCTBO €, Y€ MpOoBepKara 3a
ChILIECTBYBaHE Ha peOpo MEXAy /IBa BbpXa CTaBa C eAUHCTBeHa onepanus. OT apyra cTpaHa
HaMUPAHETO Ha BCUYKU HacleOHuyy Ha JaJIeH BPbX UMa CJI0XKHOCT [1(N), HE3aBUCUMO OT TOBa
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KOJIKO HaCJICAHHWKA UMa BbPXbBT (T.e. AOPU BBPXBT Aa MMA CAUWHCTBCH HACJICAHUK, IMAK MIC
TpssOBa Ja Cce¢ U3BBPIIAT BCUYKHTE N mpoBepku). [Ipumep 3a opueHTUpaH rpad wu
CHhOTBETCTBAIIIATa My MaTpHUIlAa Ha ChCEACTBO € JaJieH Ha ¢hucypa 6. 3abernexere, 4e JOKATO
rpadpuuHaTa HOMEpalusi Ha BBpPXOBeTe 3amoyBa OT 1, To mpu peammsanus Ha Cu
WHJCKCUPaHeTo Ha eneMeHTHTe 3amouBa oT (. Ta3u cnemmduuna ocobeHocT TpsiOBa aa ce
MMa B MPEIBUJ MPHU Pa3IIIekKIAHETO HA BCHUKH PeaM3allii HA aJlTOPUTMHU OT HACTOSIIATa
rJaBa.
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dur. 6. MaTpuua Ha CbCeACTBO U CbOTBETHUAT 1 rpad.

Cnucvk Ha HacieOHuUyume (CRUCHK HA UHUWUOEHMHOCHL)

[Tpu ToBa mpencTaBsiHe 3a BCEKH BPBX | OT rpada ce ma3u CIUCHK C HACICAHUIIUTE My. 3a
rpada oT ¢ueypa 6. MpeCTaBsIHETO 1€ UMa CIEAHUAT BUL:

1— {2};2— {45};3—> {2};4— {12};5— {7}; 6 — {3,12}; 7 — {6,10}; 8 — {};
9— {};10 — {11}; 11—{6}; 12 — {}; 13 — {13}.

3a KOMIIOThPHATA pealn3aliis Hali-4ecTo ce U3MOI3BAT OUHAMUYHU c8bp3anu cnucvyu. Ilpu
TSX CJIOKHOCTTA 32 HAMUPAHE HAa BCUYKW HACJICTHULIM HA JIaJIeH BPBX € JIMHEWHA 1o Opos Ha
HacJIeAHUIUTE: TMPEIUMCTBO IMpEeJ MaTpullaTa Ha CbCEACTBO, KBIAETO HAMHUPAHETO Ha
HACJeTHUIUTE € che ciokHOocT [J(N). HemoctaThkbT obaue e, ue mpoBepKaTa Aanu
CBHILIECTBYBa PeOpPO MEXY JABa BbpXa € CHILO ChC CIOKHOCT, TUHEHHO 3aBHUCEIa OT Opos Ha
HaCJEAHUIUTE.

Bb3MmokHa € U cTaTH4YHA pcajmm3anusa Ha TOBaA IPEACTABAHC: CAHOMEPCH MACUB C I'OJICMUHA
6p0}1 Ha HACJICAHUIUTC 3a BCCKU CAUH OT BBPXOBCTC Ha rpaq)a. B 1031 cnyqaﬁ IMpOBEpKaTa
JajJin HMa pe6po MCXKAY JBa BbpXa CC U3BHBPUIBA 3HAYUTCIIHO HO-C(I)GKTI/IBHO — C
JIOrapuTMHUYHa CJIOXKHOCT. Toma ce IOoCTUIra, Kato CC€ MassaT HACJICAHUIUTE B COPTUPAH BUI U
CC M3I10JI3Ba IBOMYHO THPCCHE.

SIcHO e, 4e KakTo MOXeM Ja MOJAbp)KaMe CIUCBhK Ha HACICAHULIUTE, Taka MOXKEM Ja
IIOCTPOUM M CHUCHK HA npedulecmeenuyume, KaTo B TO3U CIydaill CIO0XKHOCTUTE Ha
OCHOBHUTE ofepalui e obaat chinure. Ha npaktuka npeacraBsHe Ha rpad ype3 CIHUChK Ha
MIPEAIIECTBEHUIIUTE CE U3II0I3Ba MHOIO PAIKO.
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[locTposiBaHe U IPOCTHU onepaumu c rpadpu
OCHOBHUTE OIlepalny, CBbP3aHH C IOCTPOSIBAHE M MOaUuUIpaHe Ha rpad, ca ciegHuTe:

® (»30asaHe Ha Tpa3eH rpad.
® OJobassane/npemaxsare Ha BPBX.
® Jobasane/npemaxsane Ha pedpo.

Ilo-HaraTbk CJI€ABAT OIICPAlIUUTE, 3a KOUTO CTaHa BBIIPOC U B IPCAXOAHUTE TOYKH:

®  1poBepKa 3a Cvulecmaysane Ha 8pbx
® 1posepka 3a cvujecmeaysame Ha pebpo
® Hamupaue HA HACIEOHUYUME HA 0A0eH 8PbX

Hsima na yrouHsiBaMe Kak ce peaqu3upar Te3d Oleparyy Py BCEKH €IUH BHI IIPEICTaBSIHE B
namerra. Karo mpumep mie MOKaXeM peanu3aiust 3a rpad, MPEACTaBeH C Mampuya Hd
cvceocmeo (Ma-mpuya Ha meeiama,).

/* MakcumaJsieH Opoll BBPXOBe B Tpabda */
#define MAXN 200

/* Bpo¥ BBpxXOBe B Tpadba */
unsigned n;

/* MaTpuiia Ha TerjaTa Ha rpaba */
int A[MAXN] [MAXN];

/* MommduiiMpaHe Ha TeIJIOTO Ha BBpxa 1 */
A[i1][1i] = k;

/* IloBaBgHe Ha pebpo C TerJyio k, CBBpP3Bamo BbpxoBeTe 1 m J */
A[1]1[J] = k;
A[j]1I[1] = k; /* ako rpadbT He e OopMeHTHupaH */

/* TlpemaxBaHe Ha pebpo, CBBP3BalO BBpxOoBeTe 1 M j */
A[1][3] = 0;

/* TlpoBepka manmu mMma pebpo Mexny BBpxXoBeTe 1 m j */
if (A[1]1[3] !'= 0) { /* wvma pebpo */; }
else { /* uama pebpo */; }

/* HaMmupaHe Ha BCHUKM HACJIeOHMLM Ha Bbpxa 1 */
for (k = 0; k < n; k++) if (k !'= 1) {
if (A[1][k] !'= 0) { /* BBpPxXBT k € HacjaemHuk Ha 1 */ ; }

}

06xo0xkaHe Ha rpad
[Mox obxooxcoane Ha HeopueHTHpaH (OpHeHTHpaH) rpad me pasdupame MOCIETOBATEIHO
noce-wasare (pasriekaaHe) Ha BCCKH BPbX OT rpada TOUHO 1O BeaHbXK. Cmpameeusma 3a
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00Xx02cOane oTpeNeNs pesia, B KOUTO IIe ce pas3riexaaT BbpXOBETe.

CemectByBar nBe (yHIAMEHTATHH CTpaTerMH 3a OOXokJaHe Ha Tpad (mpeaMer Ha
CJICIBAIIUTE JIBE TOYKH), KOMUTO Ca M3BECTHH KATO 00X0JicOaHe 8 wupuHa U 0bxodcoame 6
0vaboyuna. VI3KkmounTen-HaTa BAXKHOCT Ha TE3HU JIBa ITOPUTHMA ce 00yciaBs OT:

e [llupoxus nepuMeTsp OT 3aa4M, B KOUTO T€ HAMUPAT IIPUIOKEHUE.
e Bb3MoXHOCTTA Ja ce peuiaBaT CIOKHU aJTOPUTMHUYHU IPOOJEeMH, C IPUIIaraHe Ha
MaJIKH MOJIM(UKAIIIH HA OCHOBHUTE aJITOPUTMH.

L4 I[o6paTa AIITOpUTMHUYHA CIIOKHOCT, KOATO CE€ IIOCTUI'a B IIOBCYUETO ClIydau.

06xo0Xx/JaHe B LIMPUHA

Obxoxcoanemo 8 wiupuna om 0adex 6pwvX i e HapuvyaMe CJIeIHaTa CTpaTerus 3a 00X0XKIaHe
Ha rpad: 3amouBaMe OT BbpXa i, pasrjexaaMe BCHYKH HETOBH HEMOCPEIACTBEHH CbCedu, W
eBa cje/ TOBa MpEeMHHAaBaMe KbM I0-HATATBIIHO O0XOXkAaHe (0OXoxxcoane 8 wupumna om
sceku eOun om cvceoume my). Ilo TO3u HaYWH Ce MOCTUTA MOCTIEAOBATEIHO O0X0XKIaHe “TIo
HUBA”, 3all0YBAalKM OT CTapTOBHUS BPBX, JOKATO Ce OOXOMIT BCHYKM BBPXOBE Ha Tpada,
JTOCTIOKAMHU OT 1. Obxoxcoane 6 wupuna Ha epagh Hapudame MPEMHHABAHETO IMPE3 BCHYKH
HETOBU BBHPXOBE IO OMHCAHUS HAYMH — T.€. MOCJEAOBATEeIHO M30upaHe Ha (TIPOM3BOJICH)
CTapTOB BPBX, TOKATO BCUYKU BHPXOBE Ha rpada He ObAaT 00X0ICHH.

Ot cera HaTaThK, I u3noa3Bame chkpamieanero BFS(i) (ot anri. Breadth-First-Search), 3a
1a o3Ha4aBaMe (DYHKIUATA 32 00X0XK/IaHE B IIUPUHA OT BPBX I.

Karo npumep 111e npuaokum onucaHaTa cTpaTerust Bbpxy rpada ot ¢gueypa 7.

AKO 3a cTapToB BpbX M30epeM 1, pe3ynTaThT OT OOXOXKTAHETO IIE M3IMIIeKIA 1O CISTHUS
HAa4YUH:

BFS(1):

HuBO 1: 1

HHUBO 2: 2 @__—— 2 E— ) (;\,
auBo 3: 3,4, 5
uuBo 4: 7, 6, 12 |

uuBo 5: 10 G) (3 | e
HKBO 6: 11 [ :/Ej 9 |
Axo BMecto 1 m3bepem 3 3a v A\

HavyaJiecH BpPbX, MPU U3IIBIHE-
Hueto Ha BFS(3) momyuaBame:

BFS(3):

HUBO 1: 3

HUBO 2: 2, 6

HuBo 3:1,4,5,7, 12
HUBO 4: 10

HMBO 5: 11

®wur. 7. HeopueHTupaH rpad.

rn. ac. o-p AHToHMA Tawesa



YnpaxHeHue 5 no ,CnHTe3 1 aHanus Ha anroputmmn®, ®KCY, KC

Bennara ce 3a0ens3BaT HAKOM BB3MOXKHU NPWIOKEHUS HAa OOXO0XKIAHETO B IIMPHHA.
Hanpuwmep, 1a ce HamMmepu MUHUMAIHUAT IO OpOil y4acTBaIlM BbPXOBE T MEXY /1BA BbpXa
WINA J1a Ce HAMEpST KOMNOHeHmume Ha ceévp3anocm Ha rpad. Te3n u APyrd mpuUMepH Iie
pasrieaame MajIko I10-HaTaThK.

OOx0XmaHeTo B IIMpUHA HAMHpA KOCBEHO NMPWIOKEHUE U B JIPYTU 33Ja4yH, IPU KOUTO Ce
TBPCH MHHHUMAJIHO pa3crosiHue. Taka Hampumep, memoowvm Ha ewvinama (udc 3adaua
5.110.), mpuIOKUM MPH THPCEHE HA MUHUMAJIEH ITBT MEXAY JIBE KJIETKH Ha MaTpuLa u 1p.,
MOJKE J1a c€ Pa3IIexkaa U KaTo 00X0K/JaHe Ha cllelMalieH BUJ rpad B MUpHHA.

Peasusanus Ha 06X0)k/JaHe B IIMPUHA OT AaJeH BPbX

IIle mpencraBuM Tpada ¢ MaTpula HAa CHCEICTBO, KaTO TOBAa MpPEJCTABSHE IIE W3IOJI3BAME
P TIOYTH BCUYKH 3a/1auu oT rpadu. To e mocTarpbuHo e(eKTUBHO MPU MOBEYETO 33/1a4H U
CBILIEBPEMEHHO HE HapylllaBa YE€THMOCTTAa Ha KOJa C JAWHAMUYHO 3aJ€lIIHE Ha IIaMeT,
00EMHCTH pealin3aluil Ha CIIOKHHU CTPYKTYPH OT TaHHH U JIp.

Pazbupa ce, kakTO TpU OOXOKIAHETO B IIMPHUHA, TaKa W NPHU 33Ja4UTe, Pa3rIeKIaHH I0-
HaTaTbK, 1€ C€ CcTapaeM Ja MpeACTaBsIME Ha 4YUTaTelas BHUHAard Hail-nobpure (ot
QITOPUTMHUYHA TJI€JIHA TOUKA) U3BECTHU JJO MOMEHTA PELEHUS.

B mporieca Ha 00X0k/1aHe B MIMPUHA CE HAJIara Jja HaMUpaMe HaCJACIHUIIMTE Ha TaJCH BPbX I.
Ot Tabmuma 5.2.6., ce BmkIa, 9 ako M3IOJ3BAME MaTpPHUIla HA ChCEICTBO, CIOKHOCTTA IIIE
obae [1(n). ToBa e Taka, T KaTo 32 BCEKH OT N-Te BbhpXa Ha rpada ce U3BHPIIBA MIPOBEPKa
JaJTi € HaCJICAHUK Ha | (3a cpaBHEHHE, IPH PEATHU3aIHsl ChC CIMCHK HA HACTCIHUIIUTE MOKEM
72 TMOJNyYMM JUPEKTHO HACJIEAHUIIUTE Ha | Ype3 00XOKAaHe Ha ChOTBETHHUS CMHUCHK). Taka
obImara CIOXKHOCT Ha 00XOkmaaHeTo € [1(M+Nn) — mpu mpeicTaBsHEe ChC CHHCHIM Ha
ChCEJICTBO, U [1(N2) — mpu IpeCTaBsHE ¢ MaTPHIIA HA ChCEICTBO.

H_[e MOoAABPIKAME OIIaIllKa, B KOATO IIbPBOHAYATIHO C€ HaMUpa CAUHCTBCHO CTAPTOBUAT BPBX.
CJ'IG,I[ TOBA4, NOKATO B OIlalllkaTa MMa IIOHEC €IWH BPBHX, U3BBbPHIBAME CJICIHOTO:. U3BAKAAMCE
BbpXa, HAMHUpAIl C€ B HAYAJIOTO Ha oOllallKaTa, pasrjicxkaame ro u ,[[O6aB$IMe B OIlamkKaTa
BCHYKH HCIOBH HCIIOCCTCHHM 10 MOMCHTa HaCICIHUIIN. B'I)pXOBeTe e MapkKupame KaTo
IIOCETCHU B MOMCHTA, B KOWTO T'M I[06aB$IMC B OIlamikarta.:

BFS (1)
{ CpzmaBamMe mnpasHa omnamka Queue;
ﬂOGaBHMe_KEM onaMKaTa_B%pxa_i;

for (k =1,2,..,n) used[k] = 0;
used[i] = 1;
while (Onamkara He e npasHa) |
p = V3BiamdyaMe eJIeMeHT OT HadaJIoOTO Ha oNamKaTa;

AHanmMsupaMe BBpXa P;
for (3a BCekxM HaCJeOHMK J Ha pP)

if (0 == used[]j]) { /* ako BBPXBT ] He e obOxomeH */
IobapaMe KBM ONalKaTa Bbpxa J;
used[j] = 1; /* mMapkupame J KaTo obBxomeH */
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Cnensa mpiaHa peanu3auus. BxogHuTe NaHHM, M3NOI3BaHM B peanu3alusIra Io-70idy, ca
3aJa/ie-HM KaTo KOHCTAHTH B HA4aJIOTO Ha IporpamMaTa M ca 3a rpada, okasaH Ha gueypa 1.
Bposr BbpxoBe Ha rpada e n, a A[MAXN][MAXN] e marpumara My Ha CBCEACTBO.
CrapToBHAT 32 00X0XKIAaHETO BPBX CE 3aJ[aBa C KOHCTAHTAaTa V.

B nokazanus npumep rpadbT € HEOPHEHTHpaH, HO Mporpamara Mo-I0Jly e HPHUIIOKHU
MIPABIIIHO aJITOPUTHMA U B CIIy4anuTe Ha OpUEHTUPaH rpad.

#include <stdio.h>

/* MakcumaneH 6poi BbpxoBe B rpada */
#define MAXN 200

/* Bpoi BbpxoBe B rpaga */

const unsigned n = 14;

/* O6xoxpaHe B WMPUHA C Havyano BpbXx Vv */
const unsigned v = 5;

/* MaTpuua Ha cbCencTBO Ha rpada */

const char A[MAXN][MAXN] = {

{0, 1) 0) e) 0) 0) e) 0) 0) e’ e) e) 01 e})
{1J 0) 1) 1) 1) 0) e) 0) 0) 0) e) e) 0, 0})
{6, 1, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, O, 0},
{6, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0},
{6, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, O, 0},
{0, 0) 1) e) 0) 0) 1) 0) 0) 0) e) 1) 0, 0})
{0, 0) 0) e) 1) 1) e) 0) 0) 1) e’ 0) e—' e})
{6, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, O, 0},
{6, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, O, 1, 1},
{6, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 0, O, O},
{0) 0) 0) 6) 0) 0) 6) 0) 0) 1) 6) 6) 0) 0})
{0) 0) 0) 1) 0) 1) 6) 0) 0) 0) 6) 6) 0) 0})
{6, o, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, @, 0, 0, 1},
;0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, O, 1, O}

J

char used[MAXN];
/* OyHKkumAa 32 obxoxaaHe B wWWpuMHaA OT JajeH Bpbx */
void BFS(unsigned i)
{
unsigned k, j, p, queue[MAXN], currentVert, levelVertex, queueEnd;
for (k = @; k < n; k++) queue[k] = 0;
for (k = @; k < n; k++) used[k] = 0;
queue[@] = i; used[i] = 1;
currentVert = 0; levelVertex = 1; queueEnd = 1;
while (currentVert < queueEnd) { /* pokaTo onmawkaTa He e npasHa */
for (p = currentVert; p < levelVertex; p++) {
/* p - B3emaMe nopepHusa efeMeHT OT onawkata */
printf("%u ", queue[p]+1);
currentVert++;
/* 3a Bceku HeobxodeH HacnefHWK j Ha queue[p] */
for (j = 0; j < n; j++)
if (A[queue[p]][]] && lused[j]) {
queue[queueEnd++] = j;
used[j] = 1;

}
printf("\n");
levelVertex = queueEnd;
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}

int main(void) {
printf("06xoxnaHe B wuMpuHa OT BpbX %u: \n", v);
BFS(v-1);
return 0;

}

Pesynmam om usnwvinenuemo na npocpamama.
06Xx0oXaaHe B WWMPUHA OT BpbX 5:

5

27

1346 10

12 11

3aja4yM 3a ynpaxHeHue:

1. l'opHara mporpama peanu3upa ajJropuTbM 3a O00XOXKJaHe Ha Trpad B IIMPHUHA OT JaJCH
BPBX. B xom CjIydyau, M3IIbJIHCHA 3a IPOU3BOJICH BPBX, TA LIC O6XOI[I/I 6CUYKU BBPXOBE OT
rpada?

2. Kak TtpsibBa nma ce Momudumumpa mporpamara Taka, 4e B CIy4aWTe, KOraTro OCTaHAT
HeO6XOL[eHI/I BBPXOBC, 1d CC U3IIbJIHABA HOBO 06XO)K,Z[8.H€ B IIUPpHUHA BBPXY TIx?

06x0XJaHe B A'bJIOOYHHA

Obxooicoanemo 6 Ovabouuna (e cbkpamaBame ¢ DFS — ot anrn. Depth-First-Search)
Hapel C TOBa, Y€ NPEJCTaBIsABA HEpa3JeIHA YacT OT HAKOM MO-CIOXKHH alTOPUTMH, €
OCHOBHA HJIes TIPH €IMH OT (yHIAMEHTAIHUTE METO/M 3a PEllaBaHe HA M3YEPIIBAIIM 33]aud
— mwpcene ¢ spvuyare (Ha auri. backtracking).

JlokaTo 00X0XKJaHeTO B IIMPUHA Pa3riIekaa BbpXoBeTe Ha rpada nociedosamenno 1O HUBA,
00-X0KaHEeTO B JbJI0O0YMHA OT J1aJIeH BPBX CE CTPEMH Jia “‘ce CIyCHE” KOJKOTO ce MOXe “TIo-
HaBJI00KO” Tpu 00XOXKJaHETO. ANTrOpUTBMBT 3a 00XOXAaHe Ha rpad B AbIOOYMHA ce
OMKCBA Hal-JIECHO PEKYP-CHBHO: 3alo4BamMe OT W30paHus HavaneH BpbX 101V, Mapkupame ro
KaTo IMOCETEH M MPOAbDKaBaMe pe-KypCHMBHO OOXO0XKJIAaHETO B JIBJIOOYMHA 332 BCEKU HETOB
HEMOCETeH HACIeIHUK, T.e. (QYHKIMATA 3a 00XoXaaHe B Ibi0oounmHa oT BpbXx 1 (DFS(i))
M3TJIeXK]IA TI0 CIIETHUS HAYMH:

1) Pasrumexmame i.

2) Mapkupame | kKaTo 00XO0JIeH.

3) 3a Bcsko uHIMIACHTHO ¢ | pedpo (i,j)[JE TakoBa, ue j ¢ HEOOXOaeH BPHX OT rpada,
u3nbaHsgBaMe pekypcuBHo DFS(]).

e mpunoxxum DFS Bepxy npumepa ot gueypa 5.3.1. B cinydante, Korato mopede OT €IHO
pedpo e MHIMIEHTHO C pa3riIeXkIaH BPbX (CTHIIKA 2), e TMPOIbIDKaBaMe MOCIeI0BATEITHO OT
BBPXOBETE C MO-MaTbK KbM BBPXOBETE C MO-rojisiM Homep. Taka pesyararsT ot DFS(1) mie
owsme: 1,2,3,6,7,5,10,11,12,4,aor DFS(3): 3, 2,1, 4, 12,6, 7, 5, 10, 11.

[Tporpamara, n3BbpIIBaIIAa 00XOXKAAHETO, IIE PEATN3NPAME IUPEKTHO IO OMHUCAHUS ITO-TOpe
HauuH (upe3 pekypcuBHata (ynkuus DFS(i)). B OyneB macuB used[] me mapkupame
00XO0JICHHTE BHPXOBE: B HAYAJIOTO I'0 MHUIMAIU3MPAME C HYIIH, a [P IOCeIaBaHe Ha BbpXa |
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u3BBpIIBaMe nprcBosiBaHeTo used[i] = 1.

#include <stdio.h>

/* MakcumaneH 6poit BbpxoBe B rpagda */
#define MAXN 200

/* Bpoi BbpxoBe B rpaga */

const unsigned n = 14;

/* 06xoxpaHe B Abnbo4YMHA C Hayano Bpbx Vv */
const unsigned v = 5;

/* MaTpuua Ha cbCeacTBO Ha rpada */

const char A[MAXN][MAXN] = {

{6, 1, @, 0, 0, 0, 0, 0, 0, @, 0, 0, 0, O},
{1, ¢, 1, 1, 1, 6, 0, 0, 0, @, 0, 0, 0, 0O},
{6, 1, 0, 0, 0, 1, 6, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0},
{6, 1, 0, 0, 6, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0},
{6, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0},
{eJ e) 1) 0) e) e) 1) e) e) e) 0) 1) e) e})
{eJ e) e) 0) 1) 1) 0) e) e) 1) 0) 0) e) e})
{6, 0, 0, 0, 0, 0, 6, 0, 1, 0, 0, 0, O, 0},
{6, 0, 0, 0, 0, 0, 6, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1},
{eJ e) e) 0) e) e) 1) e) e) e) 1) 0) e) e})
{eJ e) e) 0) e) e) 0) e) e) 1) 0) 0) e) e})
{eJ e) e) 1) e) 1) 0) e) e) e) 0) 0) e) e})
{6, 0, 0, 0, 0, 0, 6, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 1},
{6, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 0}

s

char used[MAXN];

/* 0bxoxpaHe B Abnb6o4YMHaA OT JajeH Bpbx */
void DFS(unsigned i)

{
unsigned k;
used[i] = 1;
printf("%u ", i+1);
for (k = @; k < n; k++)
if (A[i][k] && !used[k]) DFS(k);
}

int main(void) {
unsigned k;
for (k = 1; k < n; k++) used[k] = 0;
printf("06bxoxaaHe B AbnbouuHa oT Bpbx %u: \n", v);
DFS(v-1);
printf("\n");
return 0;

}

Pezynmam om usnvinenuemo na npoepamama
O6xoxaaHe B AbNO6OYMHA OT BpbX 5:
5213671011 12 4

JlutepaTtypa

1. Ilporpamupane = ++Anroputmau, Hakos, JloOpruHkoB — MoxeTe fa cBanuTe 0e3M1aTHO
KHHTaTa Ha azapec: http://www.programirane.org
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